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1. DETERMINANTAI

1. Antrosios eilés determinantas yra skaiCius, uZraSomas kvadratinés
lentelés, turinCios dvi eilutes ir du stulpelius, pavidalu ir apskai¢iuojamas
pagal formulg:

ai; aig

= Q11 Q92 — Q12 A21, (aij € R) (1.1)
a1 Q22

Skaiciai aq1, a12, 21, a2y vadinami determinanto elementais. Elemen-
tai aq1, asgo sudaro pagrinding istriZaing, elementai a5, as; — Saluting istri-
Zaine.

2. Treciosios eilés determinantas apskai¢iuojamas pagal formulg:

aj; a2 a3
(21 Q22 Q23 | = Q11 QA2 - Qa33 + Q12 A23 - A31 + Q13 * A21 * A32 —
az1 G322 0a33

—ai13 - Q22 - A31 — A11 - G23 - A32 — A12 * Q21 * 433,

(a;; € R) (1.2)

3. Elemento a;; minoru M;; vadinamas determinantas, kuris gaunamas
1§ turimojo iSbraukus i-taja eilute ir j-taji stulpelj. Minoro eilé yra vienetu
mazesné negu turimojo determinanto.

4. Elemento a;; adjunktu A;; vadinamas to elemento minoras, padau-
gintas i§ (—1)"*, t. y. A;; = (1) M;;.

5. Determinantas yra lygus bet kurios eilutés (stulpelio) elementy ir juy
adjunkty sandaugy sumai:

ai;pr a1 ... QAip
Qo1 Q22 ... Q2

= apndi +apdip + -+ ainAin,
Ap1 Ap2 ... Qpp

(aij € R) (13)
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6. Kurios nors eilutés (stulpelio) elementy sandaugy i$ kitos eilutés
(stulpelio) adjunkty suma yra lygi nuliui.

Determinanto savybeés:

1. Pakeitus determinanto eilutes atitinkamais stulpeliais, jo reikSmé ne-
pasikeis.

2. Sukeite dvi gretimas determinanto eilutes (stulpelius) vietomis, gau-
sime skirtingo Zenklo determinanta.

3. Jei determinanto kurios nors eilutés (stulpelio) elementai turi bendraji
daugikli, tai ji galima iSkelti prie§ determinanto Zenkla.

4. Determinantas, turintis dvi proporcingas eilutes (stulpelius), lygus
nuliui.

5. Jei determinanto kurios nors eilutés (stulpelio) elementai yra dvie-
ju démeny sumos, tai tas determinantas lygus dviejy determinanty sumai.
Viename i§ jy minétaja eilutg (stulpeli) sudaro pirmieji démenys, kitame —
antrieji démenys, o likusios eilutés (stulpeliai) visuose trijuose determinan-
tuose vienodos.

6. Prie determinanto bet kurios eilutés (stulpelio) elementy pridéje ati-
tinkamus kitos eilutés (stulpelio) elementus, padaugintus i$ kurio nors rea-
liojo skaiCiaus, gausime determinanta, lygy turétajam.

PAVYZDZIAI

1.1. Apskaiciuoti determinanta:

sin « CcoS &

cosa —sino '

Sprendimas. Pagal formule (1.1):

D = cos’a +sina = 1.



1.2. Apskaiciuoti determinantg:

2 3 -5
D=|-1 4 1
6 -2 -7

Sprendimas. Pagal formulg (1.2):

D = 24 (=7)+3-1-6+(=1)-(=2)-(=5) —6-4-(=5) —
—2.1-(=2) =3 (=1) - (=7) = 55.

1.3. Pasinaudojus determinanty savybémis, apskaiciuoti determinantg:

6 3 O
D = 4 1 =3
-2 =3 2

3 3 0
D=2 2 1 -3
-1 -3 2

Pirmosios eilutés elementai turi bendraji daugikli 3, todél pagal ta pacia
savybe:

1 1 O
D=2-3| 2 1 =3
-1 -3 2

Prie pirmojo stulpelio elementy pridékime atitinkamus antrojo stulpelio
elementus, padaugintus i§ (—1):

0O 1 O
D=6|1 1 -3
2 -3 2

Si determinanta iSreikiame pirmosios eilutés elementais, padaugintais
1§ atitinkamy adjunkty:

D=6-1-(-1)""2




1.4. Apskaiciuoti determinantg:

sina 1 cos’a
D=|sin’3 1 cos?p3
sin?y 1 cos?y

Sprendimas. Prie pirmojo stulpelio elementy pridéje atitinkamus trecio-
jo stulpelio elementus ir pasinaudoj¢ ketvirtaja determinanty savybe, gau-
name:

sin®a 4 cos’a 1 cos®a 1 1 cos’a
D=|sin?B8+cos®?f 1 cos?B |=|1 1 cos’p |=0.
sin?y +cos?3 1 cos’y 1 1 cos?y

1.5. Apskaiciuoti ketvirtosios eilés determinanta:

1 2 3 4

-5 2 -1 3

D=| 1 5 3 9
3 1 2 -1

Sprendimas. Ketvirtosios eilés determinantai apskai¢iuojami pagal (1.3)
formulg, iSreiSkiant juos treciosios eilés determinantais. Kad nereikéty skai-
Ciuoti keliy treciosios eilés determinanty, pirmajame stulpelyje palieckame
nepakitusi elementa a1, o kitus paver¢iame nuliais. Tai galima jvykdyti
pirmosios eilutés elementus padauginus i§ skai¢iaus 5 ir pridéjus prie ati-
tinkamy antrosios eilutés elementy, pirmosios eilutés elementus padaugi-
nus i§ skaiciaus (—1) ir pridéjus prie atitinkamy tre¢iosios eilutés elementy,
pirmosios eilutés elementus padauginus i§ skaiéiaus (—3) ir pridéjus prie
atitinkamy ketvirtosios eilutés elementy:

1 2 3 4 1 2 3 4
D -5 2 -1 3)_10 12 14 23
1 -2 3 -2 0 -4 0 -6
3 1 2 -1 0 =5 =7 —13

Gautaji determinantg iSreiSkiame pirmojo stulpelio elementy ir ju ad-
junkty sandaugy suma:

12 14 23
D=(-)""1|-4 0 -6
-5 =7 -13



Antrosios eilutés elementai turi bendraji daugikli (—2), treciosios eilu-
tés elementai turi bendraji daugiklj (—1), antrojo stulpelio elementai turi
bendraji daugiklj 7, be to, prie pirmosios eilutés prideje treciaja, padauginta
i§ (—2), gausime:

12 2 23 2 0 -3
D=(=2)-(-1)-7| 2 0 3|=14[2 0 3
51 13 51 13

Gautaji determinantg iSreiSkiame antrojo stulpelio elementy ir jy adjunk-
ty sandaugy suma:

2 -3

D =14-(-1)*"2 5 3

’ = —14- (6 +6) = —168

UZDAVINIAI

1.1. Apskaiciuoti determinanta:

tg a 1
-1 tga |’

1

Ats.: T
cos? o

1.2. Apskaiciuoti determinanta:

N W
W = N
N W

Ats.: 18.

1.3. Apskaiciuoti determinantg:

1 2 -2
21 -1
31 4

Ats.: —15.



1.4. Apskaiciuoti determinantg:

1 17 =7
-1 13 1
1 7 1

Ats.: 180.

1.5. Apskaiciuoti determinantg:
cos2a cos’a sin’®a
cos2f cos’f sin’® 3
cos2y cos’y sin?y
Ats.: 0.

1.6. Apskaiciuoti determinanta:

l4+cosaa 1+4+sina 1
l—sinae 1+cosa 1
1 1 1

Ats.: 1.

1.7. Apskaiciuoti determinantg:

x Y r+y
Y r+y T
r+y T Y

Ats.: —2(z% + y3).

1.8. Apskaiciuoti determinantg:

=W N =
— o W N
N = =W
W N =

Ats.: 160.



1.9. Apskaiciuoti determinantg:

1
1
1
1

Ats.: 1.

1.10. Apskaiciuoti determinanta:

1
-1
2
0

Ats.: —60.

1.11. Apskaiciuoti determinanta:

-1
3
2
3

Ats.: 320.

1.12. Apskaiciuoti determinanta:

Ats.: 319.

1.13. Apskaiciuoti determinantg:

QU o

-3
)
-2
2

2

—1

1
1

—a

0

C

e

1
3

1
4

6 10
10 20

—1

D
3
0
1

—b

—C

0
0

10

—1
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6
8
7
6



Ats.: (be — cd)®.

1.14. ISspresti lygti:

1 3 =
4 5 —-1[=0
2 -1 5
Ats.: x = —3.
1.15. ISspresti lygti:
3 x —4
2 -1 3 |=0.

r+10 1 1

Ats.: I = —10, To = 2.

1.16. ISspresti lygti:

11
1 2 1]|1=0
1 1 =z
Ats.: T12 = 1, I3 = —2.
1.17. ISspresti lygti:
1—x 1 2
0O 2—z 3 =0.

0 0 33—
Ats.: ZE1:1,I2:2, ZL’3:3.

1.18. ISspresti lygti:

Ats.: z = 11.
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2. TIESINIU LYGCIU SISTEMU SPRENDIMAS KRAMERIO
METODU

Imkime pirmojo laipsnio trijy lyg€iy su trimis neZinomaisiais sistema:

1171 + a12%2 + a1373 = by,
2171 + Q22T + 373 = by, (aij, b; € R)
a3121 + azaTo + aszxrz = bs.

Determinantas

ail a2 ais
D=1 an azxp ax |,
azy azz Aas3

sudarytas i$ koeficienty prie nezinomyjy, vadinamas sistemos determinantu.

1. Jei sistemos determinantas D # 0, tai sistema turi vienintelj sprendi-
nj, kuris apskai¢iuojamas pagal vadinamasias Kramerio formules:
D,
xizfza 1=1,2,3,
¢ia D; — determinantas, gautas i§ determinanto D, pakeitus jo i-taji stulpelj
sistemos laisvaisiais nariais b;,7 = 1,2, 3.

2. Jei sistemos determinantas D = 0 ir bent vienas i§ determinanty D;
nelygus nuliui, tai sistema yra nesuderinta, t. y. sprendiniy neturi.

3. Jei sistemos determinantas ) = 0 ir visi D; lygts nuliui, tai sistema
gali turéti be galo daug sprendiniy arba visai jy neturéti.

Lygciy sistema, kurioje visi laisvieji nariai b; yra lygtis nuliui, vadinama
homogenine lygciy sistema. Jei sistemos determinantas D # 0, tai sistema
turi vienintelj sprendinj x; = 0,7 = 1,2,3. Jei D = 0, tai sistema turi be
galo daug sprendiniy.

12



PAVYZDZIAI

2.1. I$spresti lygciy sistema:

T —|—2.CL'2 — 3.1'3 = 0,
{21’1— .1'2+4.CL'3:5,
3.1'1+ To — .1'3:2.

Sprendimas. Apskai¢iuojame sistemos determinanta:

1 2 =3
D=2 -1 4|=10.
3 1 -1

Kadangi D # 0, tai sistema turi vienintelj sprendinj. Norint apskai¢iuoti
§i sprendini, reikia rasti dar tris determinantus Dy, Dy, D3, kurie gaunami
i§ determinanto D), pakeitus i-taji (¢ = 1,2, 3) stulpeli sistemos laisvyjy
nariy stulpeliu:

0o 2 -3 1 0 =3
Dy = |5 =1 4|=5 Dy=1]2 5 4]|=20;
2 1 -1 3 2 -1
1 20
D3y = |2 =1 5|=15.
3 1 2
Tada i§ Kramerio formuliy gauname:
Dy 5) 1 Dy 20 5 Dy 15 3
"D 10 2 P D 1w 7 7T D 10 2
1
Ats.: <—; 2; §)
2 2
2.2. ISspresti tiesiniy lygciy sistema:
X1+ Ty — Ty = 3,
{x1+l’2+$3 = 1,
T + i) =1.
Sprendimas. Apskai¢iuojame determinantus:
11 -1 3 1 —1
D=]11 11=0 Di=|11 1|=-2+#0.
11 0 11 0
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Kadangi sistemos determinantas D = 0, o D, # 0, tai §i tiesiniy lygciy
sistema neturi sprendiniy.

Ats.: @.

2.3. ISspresti tiesiniy homogeniniy lygciy sistema:

Ty — o+ 1'3:0,

{ r1 — 3wy + 223 = 0,
21‘1+ 1’2—31'3:0.

Sprendimas. Apskai¢iuojame sistemos determinanta:

1 -3 2
D=1 -1 1 |=-T.
2 1 =3

D # 0, todél tiesiniy homogeniniy lygciy sistema turi vienintelj nulinj
sprendinj:
r1=0; 29=0; x3=0.

Ats.: (0; 0; 0).

2.4. ISspresti tiesiniy lygciy sistema:

201 — X9+ 313 =1,

{ZE1+3ZL’2— r3 =0,
Txy+ Txeo + x3 = 2.

Sprendimas. Apskai¢iuojame sistemos determinanta:

1 3 -1
D=2 -1 3|=0
T 7 3

Apskaiciave Dy, D- ir D3, gausime, kad visi jie lygiis nuliui. Siuo atve-
ju, kai visi determinantai lygiis nuliui, sistema turi be galo daug sprendiniy.
Sistemos determinanto minoras, esantis virSutiniame kairiajame kampe:

= -T#0.

[\]

1 3
M=y Y

14



Tai rodo, kad determinanto trecioji eiluté yra dviejy pirmyjy eiluciy tie-
siné¢ kombinacija. IS tikryjuy, jei visus pirmosios eilutés elementus padaugin-
tume i$ 3, o antrosios — 1§ 2 ir sudétume, tai gautume atitinkamus treciosios
eilutés elementus.

Kadangi M33 # 0, tai viena sistemos lygtis (treCioji) yra kity dviejuy
lygciy tiesiné kombinacija. Todél trijy lygciy sistema, pertvarkoma i dviejy
lygciy sistema su trimis neZinomaisiais, bus tokia:

x1+3r — 23 =0,
21‘1— $2+3I‘3:1.

Perrasome §ia sistema:

1+ 31‘2 = xs3,
2.1'1 — X9 = 1— 3.1'3.

ApskaiCiuojame sistemos determinantg ir determinantus Dy ir Ds:

1 3
b= ’ 2 -1 ’ =0
o xT3 3 . _
Dl_’ 1 — 325 —1 ’_85”3 5
|1 T3 | _
DQ = 9 1_ 3.1'3 =1 5[E3.
Tuomet, pagal Kramerio formules, gauname sistemos sprendinius:
= 3—81'3‘ - 5ZL’3—1
1 — 7 y L2 — 7 .

Imdami skirtingas neZinomojo 3 reikSmes, gauname atitinkamas x; ir

xo reikSmes. Pvz., kai x3 = 0, gauname sprendinj <?, —?; 0) skaizg = 1,

5 4
sprendinys — < — ?; ?; 1) ir t. t. Paprastai Sios lygCiy sistemos sprendinj

uzrasome taip:

{(3—8953. 5x3_1'x)
7 ) 7 ) 3

¢ia simbolis V vadinamas bendrumo kvantoriumi ir atitinka ZodZius: kiek-
vienam, bet kuriam, visiems.

Vis € R},
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Taigi Si sistema turi be galo daug sprendiniy.

Pastaba. Kai sistemos determinantas DD = 0 ir visi minorai lygus nuliui,
tai visos trys duotosios sistemos lygtys yra proporcingos, o sistema pertvar-
koma i vieng tiesing lygti su trimis neZinomaisiais. Tada du neZinomieji yra
pasirenkami laisvai, o tre€iaji iSreiSkiame jais i$ Sios tiesinés lygties.

UZDAVINIAI

ISspresti lygciy sistemas:

4.T1 + x5 +4[L’3 = 9,

T+ 21‘2 + 31‘3 = 6,
2.1. {
3.T1 + 5552 + 2553 = 10.

Ats.: (1; 1; 1).

3.1'1 — 5.1'2 + 31’3 = 1,

1’1+21’2+ XT3 :4,
2, {
2@ + Txg — x3 = 8.

Ats.: (1; 1; 1).

Tx1 + 3x9 — 623 = —1,

2.(51 — 4.1'2 + 91’3 = 28,
2.3. {
71’1 + 91’2 - 91‘3 = 3.

Ats.: (2; 3; 4).
2.%1 + Xo = 5,
2.4. { T+ 31‘3 = 16,
5[E2 — X3 = 10.
Ats.: (1; 3; 5).
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2£L'1 — 31’2 + 41‘3 = 3,

T+ Tyt x3 =2,
2.5. {
4[[’1 - ]_11'2 -+ 101‘3 = 5.

— 1+2
Ats.: {(9 7963; + x?’; xs)
5 5

T+ X9 —31‘3 :7,
2.6. {3.%1 — T2 + 21‘3 = 4,

7.T1 — X9+ X3 = 17.

Vis € R},

Ats.: @.

51‘1 -+ 41’2 + 31’3 = 0,

3.T1 + 2.T2 + I3 = 0,
7 {
41‘1 + 31’2 -+ 21’3 = 0.

Ats.: {(t; —2t; t)|Vt € R},

Ty — ZE2+I3:O,

21‘1 + 31’2 +x3 = 0,
2.8. {
51’1 + 51’2 — T3 = 0.

Ats.: (0; 0; 0;).

I —4ZE2 - 3[E3 = 1,
2.9. { 201 + 329 + 43 = 1,
521 + 2x9 + b3 = 3.

) 7—Trs  10z3+1
Ats..{( T 11 ,x3)’Va:3€R},

4.T1 + 61’2 — 10.T3 = 8,

2x1 + 3x9 — dx3 =4,
2.10. {
8.T1 + 121’2 — 20[[‘3 = 16.

3 5
Ats.: {(2 — % + %;xg; x3> ‘Vmg, T3 € R},
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201 — To+ 13— 14 =1,
2[L’1— i) —3ZE4:2,
3ZE1 - ZE3+ I4:—3,
211 + 229 — 223 + Dy = —06.

5 4
Ats.: <O; 2; —;—).
; 33

2.11.

2.12. Su kuriomis m ir n reikSmémis sistema:

Ty — T2+ T3 =n,

{mx1+2x2—x3:3,
131‘1 + 21‘2 + x3 = 13

a) turi vienintelj sprendini;
b) neturi sprendiniy;
¢) turi be galo daug sprendiniy?

Ats.:
aym#*3, n € R,
bym =3, n#1,

com=3,n=1.

2.13. Su kuriomis a ir b reikSmémis sistema:

51’1 — 81‘2 + 91‘3 = 3,

{3ZL’1—2$2+ ZL’3:b,
2.1'1"‘ .T2+&.T3:—1

a) turi vienintelj sprendini;
b) neturi sprendiniy;
¢) turi be galo daug sprendiniy?

Ats.:
a)a# -3, b€ R;
1
1

=3, b=-.
c)a , 3

2.14. Su kokia a reikSme homogeniné lygciy sistema:

18



axry — 14xzy 4+ 1523 = 0,

{31‘1— 200+ x3 =0,
ry + 21‘2— 31’3:0

turi nenulinj sprendinj?

Ats.: a = b.
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3. MATRICOS

Staciakampé realiyjy skaiciy lentelé, kurioje yra m eiluciy ir n stulpeliy,
vadinama matrica ir Zymima:

a1; Q2 - Aip
A— Q21 Q22 -+ A2y
Am1 Am2 - Qmp

Skaiciai a;; vadinami matricos A elementais; ¢ — eilutés numeris; j —
stulpelio numeris. Matrica galima sutrumpintai Zymeéti A,,«, = (ai;)mxn-

1. Matrica, kurioje eiluciy skaicius lygus stulpeliy skaiéiui (m = n), va-
dinama kvadratine matrica. Kvadratinéje matricoje elementai a1, ass, . . . , Gy,
sudaro pagrinding jstriZaing.

2. Kvadratiné matrica, kurioje visi pagrindinés istriZainés elementai ly-
glis vienetui, t. y. a; = 1; ¢ = 1,2,...,n, o kiti elementai yra nuliai,
vadinama vienetine matrica ir Zymima raide :

1 0 0
p=| 0]
0 0 1

3 . Matrica, kurioje visi elementai lygiis nuliui, vadinama nuline matrica
ir Zzymima O.

4. Matrica, kurioje yra tik viena eiluté

AZ(&H aiz - aln)a

vadinama matrica-eilute arba vektoriumi-eilute.
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5. Matrica, kurioje yra tik vienas stulpelis

vadinama matrica-stulpeliu arba vektoriumi-stulpeliu.

6. Matrica, gauta i$ turimos matricos A, eilutes sukeitus vietomis su
stulpeliais, vadinama transponuota matrica ir Zymima A7

7. Dvi matricos A ir B, turincios vienoda eiluciy ir vienoda stulpeliy
skaiCiy, vadinamos vienodo (to paties) tipo matricomis.

8. Kvadratinés matricos

a1y 0 0 cee 0
a1 A922 0 e 0
Ap1 Ap2 QAp3 - Qpp
ir
11 A2 @13 - Qip
0 ax a3y --- ap
0 0 0 - apy

vadinamos atitinkamai apatine trikampe matrica ir virSutine trikampe mat-
rica.

Kvadratiné matrica, kurioje tik pagrindinés istriZainés elementai nelygus
nuliui, o visi kiti — nuliai, vadinama jstrizainine, arba diagonaliagja, matrica.

9. Viena pagrindiniy kvadratinés matricos charakteristiky yra jos deter-
minantas, sudarytas i$ ty paciy elementy. Jei
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aix Qi - Aip

ag1 Q22 -+ Q2
A= N
Anp1 Ap2 -+ App
tai
apy; Qi -+ Aip
a21 Q22 -+ A2
detA = "
Ap1 Gp2 - App

Trikampiy matricy ir diagonalinés matricos determinantai yra lygus pag-
rindinés istrizainés elementy sandaugai, o vienetinés matricos det ) = 1.

10. Dvi matricos A,,x, = () it By,xs = (b;;) vadinamos lygiomis,
jei jos yra to paties tipo ir atitinkami elementai yra lygis a;; = b;j, (i =
1,2,...,m;5=1,2,... n).

11. Dviejy vienodo tipo matricy A = (a;;) ir B = (b;;) sumaC = A+B
vadinama to paties tipo matrica C' = (¢;;), ¢ia ¢;; = a;; + b;j.

a1 +bn aip+bi -0 a, + iy
C—A+B— a1 +ba1 ag +by - ag, + by
Am1 + bml Am?2 + bm2 ot Amp + bmn

AnalogiSkai apibréZiama matricy atimtis.

12. Matricos A = (a;;) ir skai¢iaus k sandauga vadinama matrica kA,
kurios elementai lygus ka;;, t. y.

kay  kayp - kai,
k’A _ Ak‘ _ k’agl ka/22 ce kagn
k@ml k@mZ e k&mn

13. Matricy A = (a;;)mxp it B = (b;;)pxn sandauga vadinama matrica
C = A-B = (¢ij)mxn, kurios elementas c;; apskaiCiuojamas pagal formule:

Cij :aﬂblj+ai2b2j+-~-+a,~pbpj (Z: 1,2,...,m;j: 1,2,...,’@).
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Matricos C' elementas c;;, esantis -tosios eilutés ir j-tojo stulpelio susi-
kirtime, lygus matricos A i-tosios eilutés ir matricos B j-tojo stulpelio ele-
menty sandaugy sumai. Dvi matricas A irB galima dauginti viena i$ kitos
tik tada, kai pirmosios matricos stulpeliy skaiCius yra lygus antrosios matri-
cos eiluciy skaiCiui. Trumpiau tariant, matricas galima dauginti, jei pirmoji
yra m X p tipo, antroji p X n tipo, t. y. A,xp * Bpxn = Chxn. Matricy
daugybai daZniausiai negalioja komutatyvumo désnis A - B # B - A.

14. Pagrindinés matricy daugybos désniai:

HDA-O=0-A=0,

DA E=F-A=A,

3)(A+B)-C=A-C+B-C,

4HA- (B+C)=A-B+A-C,

5A-(B-C)=(A-B)-C,

6) (kA)-B=A-(kB) = k(A- B), k —skaicius.

7) jei A ir B — to paties tipo kvadratinés matricos, tai

det(A - B) = detA - detB.

15. Parinkime matricoje A k eiluciy ir k stulpeliy. I§ elementy, esanciy
ty stulpeliy sankryZose, sudarykime determinanta. Sis determinantas yra
vadinamas matricos A k-tosios eilés minoru. Matrica yra rango r, jei tarp
jos minory egzistuoja bent vienas nelygus nuliui r-tosios eilés minoras, o
visi (r + 1)-osios eilés minorai yra lygas nuliui.

Matricos (r+1)-osios eilés minorg vadinsime 7-tosios eilés minora gau-
bian¢iuoju minoru, jei i ji jeina visi r-tosios eilés minoro elementai.
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PAVYZDZIAI

3.1. Yra trys matricos:

1 0 2 1 -1 0

A= |3 -4 5 |;: B=|2 34]|;
2 1 -5 6
3 4

c =(1-3 2
8 6 —T7

Rasti matrica 3A + 4B — 2C.

Sprendimas. Sia matrica rasime taikydami 11 ir 12 apibréZimus:

3 0 6 4 —4 0
3A+4B-2C=19 —-12 15 |+ 8 12 16 |+
6 3 -9 4 =20 24
-6 -8 —10 1 —-12 -4
+ -2 6 —4 | = 15 6 27
-16 —-12 14 -6 —29 29

3.2. Gaminant tam tikrg irengini, reikia 5 A tipo, 6 B tipo ir 2 C tipo de-
taliy. Tai trumpai galima uZraSyti matrica-eilute (5 6 2). Siy detaliy kainos
nurodytos matricoje-stulpelyje:

0,5
A=1{ 0,3
1,2

Kokia prasme turi §iy matricy sandauga?

Sprendimas.
0,5

(56 2)-(03]=(5-05+6-0,3+2-1,2)=(6,7).
1,2
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Si sandauga rodo jrenginio kaina.

3.3. Rasti sandaugas A - Bir B - A, kai

-2 0
-1 1

Sprendimas. Matrica A — 2 x 3 tipo, 0 B — 3 X 2 tipo, todél matricas
galima sudauginti: Asy3 - Byyxo = Caxo.

-2 0
1 4 -1
O:A~B:(20 1). _13 =
o 24441 0+12-1\ 3 11
-\ —440-1 0+0+1/) \ -5 1)°
Matricas B ir A irgi galima sudauginti, bet ¢ia gausime kito tipo matrica,
t. y. ngg . A2X3 = D3><3.

9 g
D=B-A=| 13 (;3_”:
11

—-24+0 —-84+0 240 -2 -8 2
= 146 440 —-1+3 | = 7T 4 2
-14+2 440 141 1 —4 2

3.4. Rasti sandaugas A - Bir B - A, kai
2 3
1 2 -1 0
A= -1 2 |, B= < ) .
11 3 -4 21

Sprendimas. Matrica A — 3 x 2 tipo, o B — 2 X 4 tipo, todél matricas
galima sudauginti: Ay - Boyxa = Csyy.

9 3
1 2 -1 0
C=A4-B= _1? '(3—4 21):
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249 4-12 -246 043 11 -8 4 3
=| -146 -2-8 144 0+2 | = 5 —10 5 2
1+3 2—-4 —-1+2 0+1 4 =211

Matricos B negalima dauginti i§ matricos A, nes pirmosios matricos
stulpeliy skaiCius nelygus antrosios matricos eiluciy skaiciui.

3.5. Rasti matricos

1 -3 2 5

-2 4 3 1

A= 0 -2 7 11
7 =15 =7 2

-1 1 5 6

ranga.

Sprendimas. Sudarome antrosios eilés minora:

1 -3
M, = 9 4 =—7#0.
Visi gaubiantieji treciosios eilé minorai:
1 -3 2 1 =3 2
M;=|-2 4 3|=[0 -2 7|=0,
0 -2 7 0 -2 7
1 -3 =5 1 =3 5
M:=|-2 4 1|=]|0 -2 11 |=0,
0 -2 11 0 -2 11
1 -3 2 -1 1 5
M = | -2 4 3|=|-2 4 3
7 =15 -7 5 —11 —4
-1 0 0
= | -2 2 =T7|=0,
5 —6 21
1 =35 1 -3 5
Mi=|-2 4 1|=|0 -2 11|=0,
7T -1 2 0 6 —-33
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1 -3 2 1 -3 2
My=| -2 4 3|=[0 -2 7|=0,
-1 15 0 -2 7

1 =35 1 =3 5
Mi=|-2 4 1|=|0 =2 11|=0
-1 16 0 -2 11

Todél matricos A rangas r(A) = 2.
UZDAVINIAI

3.1. Rasti 3A + 2B, kai
2 1 -1 -2 10
A:(01—4)’ B:(—322)'

2 5 -3
Ats..(_6 . —8)‘

3.2. Rasti tokig matricg C', kad A + 2C' = 3B, kai

13 0 11 0
A=|(13 -1 |; B=[3 3 -1
2 1 0 41 2
10 0
Ats. C=| 4 3 -1
51 3
3.3. Rastia) 3A + BT irb) 2AT + 3B, kai
-2 2
A= 3 4 |; B:(é_g _g)
-5 —6
-5 8
Ats:a) [ 14 10 |; b)(_l(l) 2; __22)
—21 —15
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34.Rastia) A- Birb) B - A, kai
3 1 05
=)= (ad)
-1 21 -5 10
Ats..a)(_2 7), b)(_9 11).

3.5.Rastia) A- Birb) B - A, kai

1 30 3 21

A=|2 10|, B=|1 -1 1

0 —4 2 2 10
6 -1 4 77 2
Ats:a) | 7 3 3 |; by| -1 -2 2
0 6 —4 4 70

3.6. Rastia) A- Birb) B - A, kai

111
1 39

6 14 36 .
Ats.: a) ( 15 32 78 ) : b) B - A-negalima.

3.7. Ar teisinga lygybé (A + B)?> = A%+ 2A - B + B?, kai

(31) (3 8)

Ats.: Taip.
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3.8. Rasti A3, kai

I

I
o O O
o O =
o = O

Ats.:

o O O
o O O
o O O

3.9. Rasti f(A), kai f(z) =22° — 3z +5ir
-1 2
A:( 34)

30 70
Ats.: ( 105 205 ) ‘

3.10. Rasti f(A) —2p(A), kai f(z) =222+ 1, ¢(r)=3z+5ir
0 1
A:<12).
-8 —6
Ats. ( 6 —920 )

3.11. Nustatyti, kurias matricy A, B, C'ir D poras galima sudauginti,

ir apskaiCiuoti jy sandaugas, kai

2 1 3 1100
A=|(401]|; B=(0110];
021 0011
100 0 10 2
0100 021
C=loo1 1] P21 0
0011 101
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Ats.:

N
>y
I
S =~
N
W =
—_ =

oy

Q

I
oo
O~ -
O =

— N O =
— W N =
— =W N
—_ O N N = O

3.12. Duotos matricos:

1 2 5 6
A‘(?, 4)’ B‘(? 8

Irodyti, kad A- B # B - A.

19 22 23

3.13. Duotos matricos:

0 a—1 a>—1

W N = DN CO OO DN

W w o =

34
46

W DN N Ot

_ W N

——= o O

= = W Ot

— = o

= )

)

A= 1—a 0 ¥—c |; B=
1—a? c¢—b 0 a
Trodyti, kad A + B — BT = 0.
3.14. Duotos matricos:
1 2 3 -1 -2 -4
A= 2 4 6 |; B= -1 -2 -4
36 9 1 2 4
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Irodyti, kad A - B = 0.

3.15. Duotos matricoseilutés A= (3 5 0 7)irB=(1 2 3).
Rasti AT - B.

3 6 9
5 10 15
AT . R —
Ats.: A* - B 0 0 0
7 14 21
3.16. Duota matrica
2 —1 3
A= 1 3 —1
4 5

ir matrica-eiluté B = ( -8 5 7 ) .Rasti A- BT.
0

Ats: A-BT=1| 0
0

3.17. Apskaiciuoti matricos A ranga, kai

0 4 10 1

A 4 8 18 7
10 18 40 17

1 7 17 3

Ats.:r(A) = 2.

3.18. Apskaiciuoti matricos A ranga, kai

14 12 6 8 2

A 6 104 21 9 17
7 6 3 4 1

35 30 15 20 5

Ats.:r(A) = 2.
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3.19. Apskaiciuoti matricos A ranga, kai

0 1 4
0 2 5
1 3 6
3 14 32
6 32 77

N

Il
N ==
AN O~ O

Ats.: r(A) = 3.

3.20. Apskaiciuoti matricos A ranga, kai

— = == =N
N = =W
—_ W = R =
e AR e e S e

Ats.:r(A) = 4.
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4. ATVIRKSTINE MATRICA

Turime matrica

apy; Qi -+ Aip
A= a21 Q22 -+ A2y
An1 QGp2 **° Gpp

Matrica B vadinama atvirkStine matricai A ir Zymima B = A1, jeigu
B-A= A-B = E, &a E — vienetiné matrica. Taigi A-A~! = A71. A = F.

Kvadratiné matrica A vadinama neissigimusia, jei detA # 0. Kiekviena
neissigimusi matrica visada turi atvirkSting.
Matricos A prijungtine vadinama matrica

A Ay o Am
e B
Aln A2n e Ann
¢ia A;; — matricos A elementy a;; — adjunktai (1,7 = 1,2,...,n).

Neissigimusios matricos A atvirkstiné matrica A~! lygi

1~
= - A 4.1
detA (4.1)
Savybeés:
1
1) det(A- A7) = detA - detA™! = detE = 1, taigi detA™' = :
) det( ) = de e e , taigi de T

2)(A-B)'=B"1.- A%
Matricos elementariais pertvarkiais vadinamos tokios operacijos:
1) matricos eiluciy sukeitimas vietomis;

2) visy eilutés elementy dauginimas i$ nelygaus nuliui skai¢iaus;
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3) vienos eilutés elementy pridéjimas prie kurios nors Kitos Sios matricos
eilutés atitinkamy elementy.

Galimos keliy pertvarkiy kombinacijos.

Dvi matricos vadinamos ekvivalenciomis, jei vieng galima gauti iS kitos
baigtinio skaiciaus elementariy pertvarkiy biidu. Tokiu atveju raSome A ~
B.

AtvirkSting matrica galime rasti Gauso metodu, kurio esm¢ sudaro tai,
kad greta turimos matricos A uzZraSome vieneting matrica F ir su abiem
matricomis atliekame elementarius eiluciy pertvarkius. Kai i§ matricos A
gausime vieneting, tai vienetinés matricos vietoje gausime atvirksting mat-
rica: (A|E) ~ -~ (E|A7Y).

PAVYZDZIAI

4.1. Rasti atvirkstine matrica A~! matricai A:

An = |5 f’=—6, Ap=—| | flz—z,
Ay = |0 g]:o, An=—| Hz?»,

Am = | sz Ap=—| ] g’=—3,
Az = 8;’:0, Az = — (1);’:—27
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10
to = |10

Pagal formule (4.1), uzraSysime atvirkSting matrica:

. -6 3 0
A7l = — -2 2 -2
- 0 -3 0

Patikriname, ar teisingai ja suradome:

I 101 -6 3 0 100
A-A*lz—6 00 2 -2 2 2 1l=l010]|=E
-1 31 0 -3 0 001

4.2. Gauso metodu rasime matrica, atvirkStine matricai

A:

ot N W
N W

1
1
2

Sprendimas. Greta turimos matricos uZraSome vieneting matricg ir atlieka-
me elementarius pertvarkius. Miisy tikslas — i§ matricos A gauti vieneting
matrica. Norint vietoje elemento aq; gauti 1, reikia antraja eilute padauginti
i§ (—1) ir pridéti prie pirmosios, t. y.

ot DN W
[NCREGURITEN

111
110
210

o = O
= o O

11
~ 1 2 3
5 2

N = O

1 -1 0

0 1 0 |~

0 0 1

Toliau pirmame stulpelyje vietoje elementy as; = 2 ir ag; = 5 reikia

gauti nulius. Tam pirmaja eilut¢ padauginame i§ (—2) ir pridedame prie
antrosios eilutés bei i§ (—5) ir pridedame prie treciosios eilutés:

1 10 1 =1 0
~10 11 }|-2 30|~
0 -3 2 |-5 51
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Antrame stulpelyje vietoje elemento az, = (—3) reikia gauti nulj, todél
antraja eilutg dauginame i§ 3 pridedame prie treciosios:

1 10 1 -1 0
~1 0 11 -2 30 |~
005 |—-11 14 1

Toliau vietoje elemento ag3 = 5 reikia gauti 1, tod¢l treciaja eilute dau-
giname i§ :

110 1 -1 0
~lo11| -2 30]|~

1 14 1

0Co0l]l-% % 3

IS matricos A jau gavome trikampg matrica. Dabar analogiskai paver-
sime nuliais elementus, esancius vir§ pagrindinés jstrizainés. Taigi treCiaja
eilutg¢ padauginsime i§ (—1) ir pridésime prie antrosios, o paskui antraja,
padauging i§ (—1), pridésime prie pirmosios eilutés:

110 1 -1 0 100 2 -8 1
o4 1 LY B
0Coll-5 % 3 0Coll-% % 3

Vietoje matricos A turime vieneting, o vietoje vienetinés matricos gavo-
me atvirkSting, t. y.

4 6 1
S+ 1 4 -6 1
At = =z —: =z 1 1 -1
- -11 14 1

Patikriname, ar teisingai suradome A~!. Apskai¢iuojame sandauga A -
~1.

NERE 4 -6 1
A-A'==12 31 |- 1 1 -1 |=
S\ 5 2 2 11 14 1

12+4—-11 —-18+4+14 3—-4+1
= - 8+3—-11 12+3+14 2-3+1 | =
20+2—-22 -30+2+28 5—-2+2

5 0 0 1 00
=1 010 |=FLE
0 01
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A - A7l = E. Atvirk§tiné matrica rasta teisingai.
UZDAVINIAI

4.1. Rasti matrica, atvirkSting matricai:

2 —1 0

A= 5 3 —6

-1 -2 3
1 -3 3 6
Ats: A== -9 6 12
S\ 75 1

4.2. Rasti matrica, atvirkSting matricai:

2 1 1

A= 0 21

3 1 2
1 3 —1 -1
Ats.: A = — 3 1 -2
3\ 6 1 4

4.3. Rasti matrica, atvirkSting matricai:

4 3 21
33 21
A= 2 2 21
1111
1 -1 0 O
-1 2 -1 0
Ats.: A = 0 1 5 _1
0O 0 -1 2
4.4. Rasti matrica, atvirkStine matricai:
13 -5 7
01 2 -3
A= 0 0 1 2
00 o0 1
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1 -3 11 -38
0 1 -2 7
Ats.: A = 0 0 1 _9
0 0 0 1

4.5. Nustatyti, kokioms A reikSméms matrica

A:

S N >
— >N
> = O

turi atvirkstine matrica A~".

Ats.: A™! egzistuoja, jei A # 0 ir A # ++/5.
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5. TIESINIU LYGCIU SISTEMU SPRENDIMAS ATVIRKSTINES
MATRICOS METODU

Tiesiniy lygciy sistema

1171 + a12%2 + - - - ATy = by,
2171 + A2T2 + - - - Qop Ty = by,

(CLZ‘j, bZER) (z,]:1,2,,n)

gali buti paraSyta matricine forma:

A-X =B,
Cia
a1l a2 Q1n 1 b1
A— | Q21 G2 - don o X=— T . B- by
Qp1  An2 Qpn Tn bn

Kai sistemos det A # 0, tai matricai A egzistuoja atvirkstiné matrica, ir
sistema turi vienintelj sprendinj, randama pagal formule:

X=A1.B.

Tuo atveju, kai detA = 0, A~! neegzistuoja, atvirk§tinés matricos me-
todu lygciy sistemos i$spresti negalima.

PAVYZDZIAI

5.1. ISspresti tiesiniy lyg€iy sistema atvirkStinés matricos metodu:

3x1 4+ 219 — 23 =1,
{ T+ ZE2+2$3:2,
21’1 + 21’2 + 51’3 = 3.
Sprendimas. UZzraSome §ia sistema matricine forma A - X = B, kur

3 2 -1 T 1
2 2 5 T3 3



Ieskosime A~! pagal formule (4.1):

3 2 —1
detA=|1 1 2|=1,
2 2 5
1 2 1 2 11
All_‘Q 5':]—7"412__‘2 5) _17A13:'2 2‘:07
2 -1 3 —1 3
2 -1 3 —1 3 2
A31—'1 2':571432——’1 2’:—771433—'1 1’:17
1 —-12 5
Al =1 —1 17 =7
0 -2 1
Pagal formule X = A~!. B, gauname:
T 1 —-12 5 1
1—-24+4+15 -8
= —1+34-21 | = 12
0—4+43 —1

Ats.: (=8; 12; —1).
5.2. I$spresti matricines lygtis A - X = BirY - A = B, kai
2 5 1 2
= (5)e(0)

Sprendimas. Padauging i3 kairés lygti A- X = B i§ matricos A~!, gausime:
AT A X=A"1.BbetA ' A= FE, tai E- X = A~!. B. Analogiskai
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padaugine i$ deSinés lygtj Y- A = B i§ matricos A~!, gausime: Y = B-A~L,
Vadinasi, norint surasti X ir Y, reikia rasti atvirkstine matrica A~'. Rasime
matricos A determinanta ir adjunktus:

detA:’ ? g ':1; A =3; Ap=-1; Ay =-5 Axp=2
tai
L 3 -5
A ( —1 2
Tada

oo oaa (12 3 -5\ 1 -1
Y=B.-A" = 0 3 -1 2) =3 6
UZDAVINIAI

5.1. Matricy metodu iSspresti tiesiniy lyg€iy sistema:

T —3ZE2 —51'3 = 6,

{21‘1— To + x3 =38,
3I1+ 1'2—71'3:—4.

Ats.: (2; =3; 1).

5.2. Matricy metodu iSspresti tiesiniy lyg€iy sistema:

T1+ X9 = ]_,
{ — 2z + 31’3 = 2,
T + x3 = 2.
Ats.: (2; —1; 0).

5.3. Matricy metodu iSspresti tiesiniy lyg€iy sistema:

x|+ 21‘2 + 31‘3 -+ 41’4 = 3,
2ZE1 + T+ 21‘3 -+ 3[L’4 == —2,
3x1 + 229 + T3+ 224 = 3,
4.T1 + 3.%2 + 2.%3 + x4 = 2.
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Ats.: (—2; 5; =3; 1).

5.4. I$spresti matricines lygtis A - X = BirY - A = B, kai

21 3 5 3 6
A=1 -1 0 2 |; B=| -16 0
4 2 3 10 4 11
1 - 2 -7 1 5
Ats: X=|3 1 -1 |; Y=| -8 13 44
0o 2 1 10 -2 -3
5.5. Rasti matrica X, su kuria galioja lygybé A - X = B, kai
1 5 1 25
a) A= 2 3 |; B = 2 4 3 |;
—4 1 -4 -8 1
2 -1 3 6 1
b)A=10 2 1 |; B=1] -1 1
1 5 2 -2 1
1 -1
Ats )((1)(2)?) | -1
1 1
5.6. ISspresti matricing lygti:
2 5 4 —6
(13) =)
2 =23
Ats.: X = ( 0 3 ) .
5.7. I8spresti matricing lygti:
1 1 -1 1 -1 3
X 2 1 =14 3 2
1 -1 1 1 =25
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-3 2 0
Ats.: X = -4 5 =2
-5 3 0

5.8. I$spresti matricing lygti:

(52) (73 5)=(5 )

24 13
Ats.: X = ( a4 18 )
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6. TIESINIU LYGCIU SISTEMU SPRENDIMAS GAUSO
METODU

Turime tiesiniy lygciy sistema

1171 + 12T + -+ AT, = by,
21Ty + Q0T + -+ -+ Qop Ty = by,

(CLZ‘j, b, - R)

Am1T1 + AmaTe + -+ QppTp = by,

SprendZiant lygciy sistema Gauso metodu, patogu sistemos matrica, Su-
daryta iS koeficienty prie nezinomujy, ir laisvyju nariy stulpel; suraSyti len-
teléje, kuri vadinama iSpléstine matrica:

a1; A1z A1n by
A= Q21 Q22 -+  Q2n by
Am1 Am2 - Amnp bm

Atlikdami su Sios matricos eilu¢iy elementais elementarius pertvarkius,
i$ turimos matricos gauname virSuting trikampe matrica (kai m = n):

aix aig - Qip by
/ / /
0 ayp -+ ay, by

0 0 0a, |0

arba trapecing matrica:

apixy aig - o Qip by
0 dby -+ - db, A
0 0 ay -~ a, | b
0 0 0 0 0 |b.,
0O 0 0 0 0¥,

IS gautosios ekvivalencios matricos uZraSome paprastesng trikampg ar-
ba trapecing lygCiy sistema. Jei pertvarkome i trikampi pavidala, tuomet
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i§ paskutiniosios lygties galima iSreiksti z,,, 1§ prieSpaskutiniosios z,_1 ir
t. t. Sis sprendinys yra vienintelis sistemos sprendinys. Kai pertvarkome i
trapecinj pavidala, galimi du atvejai:

1) jei bent vienas b, , ..., b, nelygus nuliui, lyg€iy sistema sprendiniy
neturti;

2) jei visi b, ..., 0, lygiis nuliui, sistema turi be galo daug sprendi-
niy. NeZinomujy x,1, ..., T, kurie vadinami laisvaisiais neZinomaisiais,
reikSmes pasirenkame laisvai, 0 neZinomuosius x1, xs, . . . , Z,, Kurie vadina-
mi baziniais, iSreiSkiame laisvaisiais neZinomaisiais. Taip gaunamas bend-
rasis lygciy sistemos sprendinys. Bendraji sprendinj atitinka vienas bazinis
sprendinys, kuris gaunamas i§ bendrojo, suteikus laisviesiems neZinomie-
siems reikSmes, lygias nuliui.

Pertvarkant lygciy sistema 1 jai ekvivalencia sistema elementariais per-
tvarkiais, baziniais neZinomaisiais tampa nebutinai pirmieji 7. Galima gauti
ir kitg baziniy neZinomyjy rinkini. Tai priklauso nuo sistemos koeficienty ir
pasirinktos elementariy pertvarkiy schemos.

Jei aiSkinamasis tekstas apie matricy elementarius pertvarkius neraSo-
mas, tai pertvarkytos matricos jungiamos ekvivalentumo Zenklu ~.

Kronekerio ir Kapelio teorema. Sistema iSsprendZiama (suderinta) tik ta-

da, kai matricy A ir A rangai sutampa, t. y. kai r(A4) = r(A) = r.
Tuo atveju, kai:

1) r = m = n, sistema turi vienintelj sprendinij;

2) r < n, sistema turi be galo daug sprendiniy. Siuo atveju (n — r)
nezinomyjy yra laisvi. Nemazindami bendrumo, sakykime, kad neZinomieji
Tr41, Tria, ..., Ty yralaisvieji neZzinomieji, 0 x1, To, ..., T, — bazinial.

Sprendinys (b7, b5, ..., b, 0, ..., 0) vadinamas baziniu.

Jeigu r(A) # r(A), tai sistema sprendiniy neturi ir nereikia jos spresti.
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PAVYZDZIAI

6.1. Nustatyti, ar suderinta lygciy sistema:

r1 — Ty + 223 =1,
2.1'1 + Ty — 5.1'3 =0.
Sprendimas. Nustatysime Sios lyg€iy sistemos matricos A ir iSpléstinés
matricos A rangus:

{7ZL’1—ZE2—4ZE3:5,

7T -1 -4 |5
1 -1 2|1 ]~
2 1 -5 10

Patogumo délei iSpléstinéje matricoje laisvuosius narius atskiriame nuo
koeficienty prie neZinomuyjy vertikaliuoju bruksniu. Elementai, esantys kai-
réje briikkSnio puséje, sudaro matrica A, todél i$ karto galésime nustatyti ir
matricos A ranga. Turime atlikti elementarius pertvarkius eilutése. Gau-
name trapecing matrica. Pirmiausia sukeiiame vietomis pirmaja ir antraja
eilutes, o paskui, pirmaja eilutg padauging i§ (—7) ir (—2), pridedame prie
antrosios ir treciosios eiluciy, t. y.

1 -1 2 1
~1 0 3 -9 |-2 |~
0 6 —-18 | =2

Cia antraja ir trediaja eilutes sukeitéme vietomis. Dabar antraja eilute
padauginame i§ (—2) ir pridedame prie treciosios:

1 -1 2 1
~ 1 0 -9 | =2
0 0 O 2

I§ matricos A pirmojo, antrojo ir ketvirtojo stulpeliy elementy galime
sudaryti nelygy nuliui treCiosios eilés minora:

1 -1 1
0 3 —2|=6+#0,
0 0 2

todél r(A) = 3.
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I§ matricos A elementy (A elementy, esanéiy iki vertikaliojo briik$nio)
galime sudaryti tik antrosios eilés minora, kuris buty nelygus nuliui, pvz.:

1 -1
todel r(A) = 2.
r(A) # r(A), todél sistema nesuderinta.

6.2. Gauso metodu iSspresti lygCiy sistema:

Al —$2+2$3—21’4: 1,
31‘1 + T3 + 21’4 = 5.
Sprendimas. Patogiausia antraja lygti raSyti pirmojoje eilutéje, nes jos
koeficientas prie x; yra vienetas. Tai turédami mintyje, i$ turimos sistemos
koeficienty ir laisvyjy nariy sudarome iSplésting matrica:

{2I1+ZL’2— ZL’3+4ZL’4:3,

1 -1 2 =211
2 1 -1 4|3
3 0 1 215

Pirmosios eilutés nekeisime, prie antrosios pridésime pirmaja, padau-
gintg i§ (—2), o prie treCiosios — pirmaja, padauginta i§ (—3). Gausime
matrica:

1 -1 2 -2 |1
0 3 -5 8|1
0 3 -5 &8 |2

Dabar galima pirmosios ir antrosios eilutés nekeisti, o prie tre¢iosios
pridéti antraja, padaugintg i§ (—1). Gauname:

1 -1 2 -2 |1
0 3 -5 8|1
0O 0 0 0|1

IS gautosios matricos matyti, kad i lyg€iy sistema sprendiniy neturi, nes
paskutine eiluté atitinka lygti:

O'$1+O'$2+0'$3+0'$4:1,
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kuri neturi né vieno sprendinio. Be to, T(Al = 2,0r(A) = 3. Pagal
Kronekerio ir Kapelio teorema, kai r(A) # r(A), sistema sprendiniy neturi.
Ats.: @.

6.3. ISspresti keturiy lygCiy sistema su trimis neZinomaisiais:

201 — 9+ 3 = 2,
T1 — To + 223 = 1,
3ZE1 - 4ZE3 = 2,
21’1 + Ty — 3I3 =4.
Sprendimas. Antrosios lygties koeficientus ir laisvaji narj raSydami pir-
mojoje eilutéje, sudarome matrica:

1 -1 21
2 -1 1 ]2
3 0 —4 ]2
2 1 -3 |4

Sia matrica pertvarkome taip: pirmosios eilutés nekeiiame, prie ant-
rosios pridedame pirmaja, padauginta i§ (—2), prie treCiosios — pirmaja,
padauginta i§ (—3), o prie ketvirtosios — pirmaja, padauginta i§ (—2). Gau-
name:

1 -1 2 1
0o 1 =3 0
0 3 —-10 | -1

o 3 -7 2

Dabar pirmosios ir antrosios eiluciy nekeiciame, o prie treciosios ir ket-
virtosios pridedame antraja, padauginta i§ (—3). Gauname:

1 -1 2 1
0 1 -3 0
0 0 -1 | -1

0O 0 2 2

Pirmyjy trijy eilu¢iy nekeisdami, prie ketvirtosios pridedame treciaja,
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padauginta iS 2:

1

0 1 -3 0 1 -1 2|1
~10 1 =3 |0

0 0 -1 | -1 0o o0 1|1

0o 0 0 0

r(A) = r(A) = 3 = n, todél sistema turi vieng sprendinj.
Pereidami prie paskutinés matricos, iSbraukéme ketvirtaja eilute, kurios
visi elementai lygiis nuliui, o treCiosios eilutés elementus padauginome i$

(—1).

IS paskutiniosios matricos sudarome lygciy sistema:

i) —31'3 = O,

{I’l—$2+2$3:1,
r3 =1,

kuri ekvivalenti turimai sistemai. I$ jos paeiliui apskai¢iuojame:
1'3:1, $2:O+3$3:3, 1’1:1+.T2—2[B3:2
Ats.: (2; 3; 1).

6.4. ISspresti keturiy lygciy su keturiais neZinomaisiais sistema:

2£L'1+ ) —$3+4I‘4:5,
21‘2+£L’3+ T4 :2,
T1+ X9+ T3+ 1’4:3,
3x1 — 23 +4z4 = 6.
Sprendimas. Sudarydami iSplésting matrica, treciosios lygties koefici-
entus ir laisvaji narj raSysime pirmojoje eilutéje:

11 1113 1 1 11 3
21 -1 4|5 0 -1 -3 2 | —1
02 11121710 2 11

30 -1 416 0 -3 —4 1 | -3

Sudarydami paskuting matrica, pirmosios ir treciosios eiluciy nekeité-
me, prie antrosios pridéjome pirmaja, padaugintg i§ (—2), o prie ketvirto-
sios — pirmaja, padauginta i§ (—3).
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Nekeisdami pirmosios ir antrosios eiluciy, prie treciosios pridédami ant-
raja, padauginta i$ 2, o prie ketvirtosios — antraja, padauginta i§ (—3), gau-
name:

1 1 1 1 3 1 1 11 3
0 -1 -3 2| -1 0 -1 -3 2 | -1
0 0 -5 5 ol 1o o -55 0
0 0 5 -5 0 0 0 00/ 0

Paskutiné matrica gauta, prie ketvirtosios eilutés pridéjus treciaja. Da-
bar iSbraukiame ketvirtaja eilutg, antraja padauginame i§ (—1), o treCiaja
padalijame i§ (—5). Gauname matrica:

111 113
013 —-2|1],
001 —1/0

r(A) = r(A) = 3 < n = 4, todél sistema turi be galo daug sprendiniy ir
n —r =4 — 3 = 1 neZinomyjy yra laisvi. Paskuting matrica atitinka lygciy
sistema:

1+ 2o+ T3+ ZL’4:3,
T + 31’3 - 21‘4 = 1,
r3— x4 = 0.
IS Sios sistemos paeiliui randame: x3 = x4; o = 1 — 245 1 = 2 — 24.

Vadinasi, gauname pradinés sistemos bendraji sprendini:
T, =2 — x4,
{ To =1 — 2y,
T3 = Ty,
Cia x4 yra laisvasis nezinomasis, 0 x1, T2, T3 — baziniai neZinomieji. Im-
dami x4 = 0, gauname bazinj sprendinj (2, 1, 0, 0). Kitus sprendinius

randame, pasirinke kitas x4 reikSmes: pvz., kai x4, = 1, gauname sprendini
(1, 0, 1, 1), kai x4 = 6, — sprendinj (—4, —5, 6, 6) irt. t.

Ats.: {(2 — g5 1 — xg; x4 x4)|V2y € R}
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6.5. ISspresti tiesiniy homogeniniy lygciy sistema:

T1+ 2T —x3 — x4 =0,

{$1+ To + T3+ 1'4:0,
1 — 1’2+l’3—3l‘4:0.

Sprendimas. 18 lygCiy koeficienty ir laisvyjy nariy sudarome iSplésting
matrica ir ja perdirbame:

1 1 1 1 110

1 2 —1 —1 0 -2 =2 10 | ~
1 -1 0 0 —4 10
11 0 11 1 1160
~1 0 1 —2 —2 O]~{01 -2 =210
00 —4 -8 1|0 00 1 210

Vadinasi, turimai lygciy sistemai ekvivalenti tokia homogeniniy lygc¢iy
sistema:

To — 2[E3 - 2[E4 = 0,
T3+ 224 = 0.
I8 ¢ia randame bendraji turimos lygciy sistemos sprendini:

€Ty = 3[54,
{ To = —214,
T3 = —2.1'4.
Ats.: {(3zq; —2my; —2x4; x4)|Vxy € R},

{I1+ZL’2+ T3 + ZL’4:0,

6.6. ISspresti tiesiniy lygciy sistema:

2513'1— To + .1'3-'-2.1‘42 2,

{ Ty + 2x9 + 323 — x4 = 1,
3.73'1+ .1'2+4.T3+ .1'4:—1.

Sprendimas. 18 lygCiy koeficienty ir laisvyjy nariy sudarome iSplésting
matrica ir ja pertvarkome:

1 2 3 -1 1 1 2 3 -1 1
2 -1 1 2 2 1~10 =5 =5 4 0 |~
3 1 4 1 |-1 0 -5 =5 4 | -4
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Matricos A rangas r(A) = 2, nes galima sudaryti tik antrosios eilés
minorus, nelygius nuliui, pvz.:

2
| 40

1
0
Matricos A rangas r(A) = 3, nes minoras:

12 1
05 0]#0.
00 —4

r(A) # r(A), todél sistema sprendiniy neturi.

Kad sistema neturi sprendiniy, galima matyti ir i§ gautosios matricos
paskutings eilutés. Si eiluté atitinka lygtj 0- 214025 +0-25+0-14 = —4,
kuri neturi né vieno sprendinio.

Ats.: @.
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7. LYGCIU SISTEMU SPRENDIMAS GAUSO - ZORDANO
METODU

Turime tiesiniy lygciy sistema:

1171 + 12T + -+ AT, = by,
2171 + Q22T + -+ -+ Aop Ty = by,
(&Z’j, bl € R)

A1 T1 + AmaTe + - F ATy = by,

Gauso—Zordano metodas skiriasi nuo Gauso metodo pirmiausia tuo, kad
vienetai daromi nebitinai striZainéje, o nuliai ne tik Zemiau vienety, bet ir
aukiCiau jy. SprendZiant sistema Gauso—Zordano metodu, koeficientus ir
laisvuosius narius patogu surasyti lenteléje. Be to, patogu lygtis sunume-
ruoti (pvz.: el, e2 ir t. t.) . Lentelés pagrinding dali sudaro koeficientai prie
nezinomyjy. Paskui uZraSome laisvyjy nariy stulpelj. Sprendimui kontro-
liuoti patogu jvesti dar viena stulpelj >, kurio elementai yra lygas atitinka-
mos eilutés elementy sumai, t. y. o; = Z;‘:l a;; +b;, (i=1,2,...,m).
Paskutiniame lentelés stulpelyje simboliSkai uzrasytas veiksmas, atliekamas
su atitinkama eilute (pvz., jei prie antrosios eilutés reikia pridéti pirmosios
eilutés elementus, padaugintus i§ 3, tai uzraSome e2+3el). Galima vado-
vautis tokia sprendimo schema:

1. Tarp koeficienty prie neZinomyjy parenkamas bet kuris nelygus nu-
liui elementas, vadinamas pagrindiniu elementu (lentel¢je jis parySkintas).
Eilute, kurioje yra §is elementas, vadinamas pagrindine eilute, o stulpelis —
pagrindiniu stulpeliu. Tokia eilut¢ paZymésime *.

2. Pagrinding eilute padalijame i pagrindinio elemento.

3. Prie likusiyjy eiluciy pridedame pagrinding eilutg, padauginta i§ to-
kio skaiciaus, kad pagrindiniame stulpelyje gautume nulius. Tokiu budu
gauname lentelg L2.

4. Lenteléje L2 pagrindini elementa parenkame i$ kitos eilutés ir vél
kartojame ta pacia sprendimo schema.

5. Skaiciavimai lenteléje baigti, kai visos eilutés yra paZymeétos arba kai
gauname eilutg, kurios elementai pagrindinéje lentelés dalyje yra lygis nu-
liui, o elementas laisvyjy nariy stulpelyje nelygus nuliui. Pastaruoju atveju
darome i8vada, kad sistema sprendiniy neturi. Jei sprendimo metu gauname
eilute, sudaryta tik i$ nuliy, tai paSaliname ja iS lentelés.

6. SkaiCiavimai kontroliuojami skai¢iuojant »  stulpelio elementus dviem
budais: 1) su Sio stulpelio elementais atliekame tuos pacius veiksmus, kaip
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ir su kitais atitinkamos eilutés elementais; 2) sudedame naujai gautos eilu-
tés elementus. Jei gautas kontrolés stulpelio skaicius sutampa su $ios eilutés
visy koeficienty suma, tai naujos lentelés eiluté apskaiciuota teisingai.

PAVYZDZIAI

7.1. ISspresti Gauso—Zordano metodu tiesiniy lygciy sistema:

2.1'1-'- To — T3 = —1,

{ Ty + 229 + 313 = 5,
3.1'1 — 3.1'2 — 2[L’3 = 4.

Sprendimas. Sistemos duomenis uZraSome lenteléje ir atlickame ele-
mentarius pertvarkius.

T i) I3 b Z
*lel| 1 2 3 51 11
L1 |e2] 2 1| -1] -1 1| e2-2el
e3| 3| 5| 2 4 1| e3-3el
el | 1 2 3 51 11
e2| 0| 3| -7 |-11|=21]*(-1)e2
e3| 0| -11]|-11|-11]-33] :(=11)e3
*lel| 1 2 3 5| 11| el-2e3
L2 |e2] O 3 71 11| 21| e2-3e3
*1e3] 0 1 1 1 3
el | 1 0 1 3 5
e2| 0 0 4 8| 12| :(4)e2
e3| 0 1 1 1 3
*lel| 1 0 1 3 5| el-e2
L3 *|e2| 0 0 1 2 3
*1e3 | 0 1 1 1 3| e3-e2
el | 1 0 0 1 2
L4 |e2] O 0 1 2 3
e3| 0 1 0| -1 0
IS lentelés L4 gauname, kad 1 = 1; x5 = 2; 23 = —1.
Ats.: (1; —1; 2).
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7.2. I8spresti Gauso—Zordano metodu tiesiniy lygciy sistema:

201 — X9 — 3x3+ 44 =4,

{31’1—21’2— T3 + IB4:3,
Ty — X9+ 2x3—3x4=1.

Sprendimas. Sistemos duomenis uZraSome lenteléje ir atlickame ele-
mentarius pertvarkius:

Ty | Ty | X3 | @y | O] D]

el| 3|-2]|-1 13| 4]|el-3e3

L1 |e2| 2|-1|-3| 44| 6| e2-2e3
*1e3 | 1|-1] 2[-3]1] O
*lel| O 1|-7]10]0]| 4

L2 |e2] 0| 1|-7]10|2]| 6| e2—el
*1e3 | 1|-1] 2]=-3]1] O
el| O 1]-7]10]0]| 4
L3 (e2] O O O O|2| 2
e3| 1| 0|5 71| 4

Lentelés L3 antroji eiluté atitinka lygti 0- 21 +0-22 +0-234+0-24 = 2,
kuri neturi sprendiniy, todél sistema nesuderinta. Nesunku pastebéti, kad

r(A) =2,0r(A) =3.
Ats.: .

7.3. ISspresti Gauso—Zordano metodu tiesiniy lygciy sistema:

T+ 229 — x3 =1,
31‘1"‘ I2+3I3:2,
4I1 + 3ZL’2 + 2!L’3 = 4,
201 — X9 +4x3 = 1.

Sprendimas. Sistemos duomenis uZraSome lentel¢je ir atlickame ele-
mentarius pertvarkius:
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Kadangi r(A) = r(A) = 2 < n = 3, tai sistema turi be galo daug
sprendiniy (n — r = 3 — 2 = 1) ir vienas kintamasis yra laisvas. I lentelés
L5 matome, kad x; ir x5 yra baziniai kintamieji, o x3 — laisvasis kintamasis.

Lentelg L5 atitinka tokia lygciy sistema:

73
1’1+gl’3—g,
6 1
.Z'Q—gl’g:g.
IS ¢ia
3 7 1 6
xlzg—g[ﬁg; .Z'ng—i-gxg.

1
Bazinis sprendinys (% £ O).

3 7 1 6
Ats.: {(5 — Sx;»,; R + 5953; xg) ’ng € R}.
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UZDAVINIAI

Gauso arba Gauso—Zordano metodu iSspresti §ias lygéiy sistemas:

7.1.
21‘1 — 41‘2 + 31‘3 = 1,
{ I —2ZE2+4ZE3 :3,
3x1 — X9+ dxy = 2.
Ats.: (—1; 0; 1).
7.2.

2.%1 +3$2 — X3 = 3,
4ZE1 — ZE2+I'3 =11.

Ats.: {(z1; 7— 3zy; 18 — 7Txy)|Va, € R}.

{ .T1—2.CE2—|—[B3:4,

7.3.
T + 21‘2 + 31‘3 = 4,
{2$1+ To — 13 =3,
31’1 + 3.T2 + 2.T3 = 10.
Ats.: @.
7.4.

T+ 21‘2 + 31‘3 + 41‘4 = 7,
21‘1 + T2+ 21‘3 + 31’4 = 6,
31+ 210+ 13+ 214 =7,
41 + 329 4+ 223 + x4 = 18.

Ats.: (2; 1; 5; =3).

7.5.
I1—3ZE2+4ZE3— ZL’4:1,
{ 71’1 + 31’2 — 51‘3 + 51‘4 = 10,
2.%1 + 2.%2 — 31’3 + 21‘4 =3.
1 1 11 11 1 1
Ats.: {<§x3—§x4+§; §x3—§x4+§; T3; .T4)’V.T3, Ty ER},
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7.6.
1+ 209 —3x3+ 4z =7,

201 +9x9 + x3— 214 =5,
31’1 — 7[E2 + 4ZE3 + 51’4 = —1]_,
71‘1 + 2[E2 — XT3 + ]_11'4 = 6.

Ats.: @.

1.7.
2[E1— To + x3:0,

3.T1 -+ 2.T2 — 31’3 = O,
r1 + 3xy — 4x3 =0,
51 + X9 — 2x3 = 0.

Ats.: {(t; 9t; Tt)|Vt € R}.

7.8.
201+ xo — 13 =15,
{ $1—3$2+3$3:7,
5.T1 — 3.T2 + 31’3 =7.
Ats.: @.
7.9.

201 + 319 — T3+ 14 = —3,
3x1 — X9+ 2x3+ 4xy = 8§,
Ty + I2+3I3—2$4:6,
- + 21‘2 + 31‘3 -+ 51‘4 = 3.

Ats.: (1; —1; 2; 0).

7.10.

211 + 3x9 — 2x3 + 314 = 2,
41‘1 + 21‘2 — 31’3 + 21‘4 = 3.

Ats.: {(10 — 10t; t; 15 — 16t; 4 — 5t)|Vt € R}.

{3.’171 +2$2 — 3.T3+4[L’4 = 1,

7.11.
T, + 229 — x3 — 224 =0,

201 — X9+ 3x3 —4xy =0,
51‘2 — 61‘3 + x4 = 0,
2[E1 + 3[['2 - 21‘3 - 3[E4 = 0.

Ats.: {(t; t; t; t)|Vt € R}.
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7.12.

2.%1 + 3+ x4 = 4,
xr1 + 2.T2 + x4 = 4,
1+ To+ 21‘3 = 4,

201+ 19— 3+ 214 = 4.

pios (225 80 1 e g

7 7 7
7.13.
1420 — w3+ x4 =1,
—r + 21’2 + x3— 3[E4 = 4,
—2x1 + 319 + 223 — 314 = 2,
T+ 51‘2 — T3+ 21‘4 = —1.
Ats.: @.
7.14.
21‘1 - 31‘2 - 4ZE3 + x4 = 5,
r1 — Tg9 — X3 = 2,
41+ a0+ x3— D14 =3,
—x1+ 229+ T3 — T4= —3.

Ats.: {(t+1; t — 1; 0; t)|Vt € R}.

7.15.
X1+ To + T3 :6,
$2+I‘3+ZE4:9,
T +I‘3+ZE4:8,
1+ To +.T4:7,

T, + x2 + 23 + x4 = 10.
Ats.: (1; 2; 3; 4).

7.16.
31+ 229+ x3— x4 =06,
21‘1+ To — ZE3+3ZE4:2,
Try — $2+3I‘3+2[E4:3,
—ZL‘1+3$2+21‘3+ 1'4:4,
T+ T2+ X3+ 1’4:7.
Ats.: @.
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7.17.

3x1 4+ 219 + T3 — 314 = 3,
I2+6I3+ I4:8.

Ats.: {(3 —2t; 5t —4; 2 —t; )|Vt € R}.

{2x1+ To — T3 — 2x4 =0,

7.18.
51‘1 + Trs3 — 31’4 = 3,
{ I1—2I2 +2[E4:1,
41 + 2209 + 13 — DXy = 5.
Ats.: O.
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8. VEIKSMAI SU VEKTORIAIS

Kryptiné atkarpa vadinama vektoriumi. Vektorius Zymimas AB, tatkas
A yra pradZia, taSkas B — galas (vektorius Zymimas ir viena raide @).

Nuliniu vektoriumi 0 vadinamas vektorius, kurio pradzia ir galas su-
tampa.

Atstumas tarp vektoriaus pradZios ir pabaigos vadinamas vektoriaus mo-
duliu arba ilgiu ir Zymimas Lﬁ |, | @| arba be rodyklés AB, a.

1. Du nenuliniai vektoriai vadinami kolineariaisiais, jei jie yra toje pa-
cioje arba lygiagreciose tiesése.

2. Vektoriai vadinami komplanariaisiais, jei yra toje pacioje arba lygia-
greciose plokStumose.

3. Du vektoriai @ ir b lygis, kai jy moduliai lygus, jie yra kolinearus
ir juy kryptys sutampa.

4. Sakykime, Zinomi vektoriai @ ir b, Pasirinkime bet kurj taska
O ir atidékime nuo jo vektoriy OA = @, o paskui nuo tasko A atidéki-
me AB = b (1 breéz.). Vektorius O—B>, jungias vektoriaus @ pradZig su
vektoriaus galu, vadinamas vektoriy @ ir b suma (trikampio taisykle).
Rasome: ©=7 + 3} arba @ = (ﬁi + zﬁ Sudedant du nekolinearius
vektorius, patogu taikyti lygiagretainio taisyklg. Nuo bet kurio tasko O ati-
dedame vektorius OA = @ ir OB = b . Sudaromas lygiagretainis AOBC.
Vektorius @ = OC (OC — lygiagretainio jstriZainé) yra vektoriy @ ir b
suma.

QY
S

)

0 B

1 bréz.
5. Kai vektoriai @ ir b turi bendra pradzia, tai vektorius d (1 bréz.),

61



vektoriy @ ir b skirtumu. RaSome: d = @ —

jungias Vektorig> Tir b galus ir nukreiptas i§ Z galo | @ gala, vadinamas
b
6. Nuo bet kurio tasko O atidékime vektoriy (ﬁi = @, tada nuo tasko
A atidékime vektoriy AB = ?, paskui BC=7 (2 bréz.). Tada @ + b+
e=14d= O?, t. y. keliy vektoriy suma yra vektorius, jungiantis pirmojo
vektoriaus pradZios taska su paskutiniojo vektoriaus galo tasku. Si taisykle
vadinama daugiakampio taisykle .

7. Jei vektoriai @, 7, 7, 'd sudaro uzdar araji daugiakampi, tai jy suma
.. . T eTvid=0
yra nulinis vektorius, t. y. @ + b + ¢ + 0.

8. Vektonaus ir skai¢iaus A sandauga vadinamas toks vektorius b
kurio ilgis | Y |=|\|@], 0 kryptls sutampa su vektoriaus @ kryptimi, kal
A > 0. PrieSinga vektoriaus @ krypc1a1 kai )\ < 0. Jei A = 0, gauname
nulinj vektoriy. Kitaip tariant, Vektorlal Tir b yra kolineartis. Vektoriaus
daugyba i§ skaiCiaus uzrasoma taip: D=7

9. Lygybe b =T (A — skaicius) yra vektoriy kolinearumo salyga.

10. Vektoriaus @ modulj pazymejg |_>\ =a,0 JO kohnearlm tos pacios
krypties vienetini vektoriy pazymeje °, turésime @ = aa’.

11. Vektoriaus @ projekcija aSyje ¢ (3 bréz.) Zymima pr; @ arba a,.
ay = pr,@ = |@|cos

Cia ¢ — kampas tarp vektoriaus @ ir aSies ¢.
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W
5

A B’
3 brez.
12. pr(@ + b+ T)=pria %—]97}3> +prC.
13. pr\a@ = Apry @, ( A — skailius).
14. Statiakampéje koordinaliy sistemoje vektoriaus @ projekcijas ko-

ordinaciy aSyse Zymime a,, a,, a, ir vadiname jo koordinatémis (4 bréz.).
M — o
Rasome @ = (a,;ay;a;).

4 brez.

15. Jeigu vektorius @ su x aSimi sudaro kampa «, su y — kampa (3 ir su
z —kampa 7, tai

a, = |a@|cosa, a,=|a|cosfB, a,=|a]cosy.
16. cos a, cos 3, cos~y vadinami vektoriaus @ krypties kosinusais ir
cos® o + cos® 34 cos®y = 1.

17. Jei |@| = 1, tai @ vadinamas vienetiniu vektoriumi ir Zymimas
@”. Jo koordinatés:

o __ o __ o __
a; = cosa, a,=cosf, aj=cos?.
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18. Kai @ = (a; ay; a,), tai vektoriaus ilgis:

@' = /a2 + a2 + a2

19. Kai @ = (az;a,:a.)ir b = (b by;bs), tai
_)

(@£ b)=(ay £bs;a,£bya, £b,).

20. Jei

. .. rad . —
tai vektoriai @ ir b yra kolineards.
21. Jei vektoriaus @ = AB pradzios ir galo koordinatés yra A(z1; y1; 21)
ir B(72; y2; 22), tai

Ay = T2 —T1; Ay =Y2 —Y1;, Ay =22 — 21

ir

@] = /(22— 21)2+ (Y2 — 1) + (22 — 21)2

22. Tarkime, turime erdvéje tris nekomplanariuosius vienetinius vekto-
rius €7, &, e3 (Jef| = |es| = |e3| = 1). Kiekviena ketvirtaji vektoriy
galima uZraSyti vektoriy €7, €3, €3 tiesiniu dariniu:

—> - - —
a = (p1ef + ey + (z€3.

Stac1akampeje koordmacm s1stemOJe Vlenetlnls Vektorlus x aSyje Zymi-
mas i ; y aSyje — j ; z asyje — r (7| =7 = r | = 1 ir vienetiniy
Vektorlu kryptys sutampa su aSiy kryptimis). Tada kiekviena trimatés erdves
vektoriy galima uZraSyti:

3l

— — -
=a, 1 +ayj +ak.
PAVYZDZIAI

8.1. Vektoriai

@ ir b sudaro kampa ¢ = 60°, ir |@’| = 5; ]b[ = 8.
-H H- H H
Rasti|@ + b|ir|a — b|.

Sprendimas. Tarkime, kad | @ | ir |7\ yra lygiagretainio krastinés (5 bréz.).
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5 bréz.

- — : o .
Tuomet | @ + b |ir |@ — b | yra to lygiagretainio jstrizainés. Remiantis
kosinusy teorema:

@ - TP = [T+ -2/ |V]cos.

T — b = 254+64—2-8-5--=49; |@—b|="T.

N =

Kitg istrizaing galime rasti irgi pagal kosinusy teorema:
@+ P = [T+ -2 | D] cos(m— ).
T — b = 254+64—2-8-5-co8120°=129; |@ + b|=V129.

Ats.[@ — | =T |@+ b|=120.
8.2. Kokias salygas turi atitikti vektoriai @ ir 7, kad bity:

D@+ 75| =@ -7
2@+ b|>|a—71;
@+ <|a—7D

I

Sprendimas. 1) Vektoriy | @ + 3}| ir|@ — 3}| ilgiai sutampa su lygia-
gretainio istrizainémis (6 bréz.).




Lygiagretainio jstrizainés yra lygios, kai jis yra s_tz)téiakampis, ty @ L

- O - = L .
b. Taigi|@ + b|=|@ — b}, kai vektoriai @ ir b yra statmeni.
- - : . R .
2)|@ + b|>|a@ — b]|tuo atveju, kai vektoriai @ ir b sudaro smaily
kampa.

)@ + b| < |@ — b tuo atveju, kai vektoriai @ ir b sudaro buka

kampa.

8.3. €1, €, es — vienetiniai vektoriai, sudarantys su aSimi ¢ kampus,
. oW 27 . . T

lygius —, —, 7. Rasti vektoriaus 3e; + 2€5 + €3 projekcija aSyje t.
Sprendimas. Pagal 11, 12 ir 13 punktus, turime:

pri(3e] + 25 + e3) = 3prie] + 2priés + pries =

2 1 _
327 | cos 5 + 2/ | cos = + |G| cos T =3+ 5 +2- —+ (1) = .

8.4. PlokStumoje yra vektoriai é7 = (2; —3) ir &5 = (1;2). ISreiskime
vektoriy @ = (9;4) vektoriais €7 ir €.

Sprendimas. Pagal 22 punkta, vektorius @ iSreiSkiamas vektoriais €7 ir
=7

€.
7 = 0416—1) + 0626—5.

Vektoriy projekcijas | koordinatines aSis galime uZraSyti:
prasﬁ> = alprzve—l) + O‘Qprase—Q)a

— - -
pry @ = qpryef + agpryes.

Vektoriy €7, e ir ‘@ projekcijos yra Zinomos, todél

9 =201 + as,
4 = —30(1 + 20&2.

ISsprende gausime oy = 2; ap = 5. Tuomet

o =2¢ +5¢;.



UZDAVINIAI

8.1. Trapecijoje OACB : BC = OA ir BC||OA. Formule ir geo-
metriSkai iSreiSkite vektoriy OA = @ vektoriais OC = € irOB = 1.

Ats.. @ =3(7C — 3})

8.2. Taskas B dalija apskritimo lanka — AC = g santykiu 1:2. O -
apskritimo centras. ISreiskite vektoriy OC = @ vektoriais OA = @ ir
OB=T.

Ats: @ =20 — V37,

8.3. Turimas taisyklingas SeSiakampis ABC'DFE, kurio krastine OA =
3. Vienetinj vektoriy O A kryptimi pazymékime &7, AB kryptimi — &5 ir BC'
kryptimi — e3. Rasti ry§j tarp $iy vektoriy. ISreiksti vektorius OB, BC, EO,
OT)P ir DA vektoriais € ir é5.

Ats: & = & +e; OB = 3(ej + &); BC = 3(& — &); EO =
3(e1 — &); OD = 3(2& — &); DA =

6(er — €3).
8.4. Su kuriomis « ir 3 reik§mémis vektoriai @ = 27+ 37 + 6?
. i — -5 . —
irb =at —67 + 2k yrakolinearis.

Ats.:a=4; f=—1.

. e e 27 .
8.5. Vektorius A su koordinaciy aSimis sudaro kampus o« = 3 = 5 ir

m . . . .
T= T Rasti $io vektoriaus koordinates, kai | A | = 6.

—

Ats.: A = (=3; —=3; 3V/2).

8.6. Keturkampio vir§anés yra taSkuose A(2; 0; 4); B(7; —15; 16);
C(—1; —1; 11); D(—14; 28; —6). Irodyti, kad $is keturkampis yra trape-
cija.

8.7. Turimi vektoriai @ = (3; —2); b = (=2; 1); @ = (4, —4).
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s ) .. . = . oy
ISreiksti vektoriy ¢ vektoriais @ ir b (formule ir geometriskai).

Ats. @ =7 —20D.

8.8. Turimi keturi vektoriai @ = (2; 1; 0); b = (1; —1;

2); ¢ =
(2; 2: —1); d = (3; 7; —7). Iireiksti vektoriy d vektoriais @, b, ¢

Y

Ats: d =20 — 3D + 7.
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9. SKALIARINE SANDAUGA
1. Dviejy vektoriy @ ir D skaliarine sandauga vadinamas skaicius, ly-

gus ty vektoriy ilgiy sandaugai, padaugintai i$ jy sudaromo kampo kosinuso
(7 bréz.):

7 brez.
2. Skaliarinés sandaugos savybes:

Ha-b=0>-a;

6) Kai @ = (ay; ay; a,) ir b = (by;by; b)), tai

7-?:aw~bx+ay-by+az-bz.

PAVYZDZIAI

9.1. Rasti jstrizaines lygiagretainio, kurio krastinés yra vektoriai ‘@

" .. . R
2e] + e ir b = e — 2¢5, ialef| = |es| = 1 ir kampas tarp vektoriy ey

ir e; lygus g
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Sprendimas. Viena lygagretalmo istrizainé yra vektoriaus @ + b ilgis,
o kita — vektoriaus @ — b ilgis.

_>

@+ b =2¢]+¢6 +ef —2e; =3¢ — &,
_>

@ — b =2el+e —¢ +26 =¢ +36.

Kadangi |@'| = V@ - @, tai

T+ = @+

TN
AnalogiSkai
T -0 = (& +3&) (e +38) =

9.2. Turimos trikampio vir§anés A(3;2; —3); B(5;1;—1); C(1;—2;1).
Rasti vidaus kampa prie vir§inés A ir pr@@ .

Sprendimas.

fﬁ~fﬁz\@\-|@\cosgp; cos p = AB- AC

|AB| - |AC|.
Randame vektoriy AB ir AC koordinates: AD = (2;—1;2), AC =
(—2; —4;4). Tada
2:-(=2)+(-1)- (-4 +2-4 4 4
cos p = = —: (= arccos —.
Vi+14+4-/4+16+16 9 9
Pagal skaliarinés sandaugos 5 savybeg turime:
AB-AC 8
pr-—AC = "2~ =2
AB AB| 3
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9.3. Rasti vektoriaus 5 = (2;—3;—5) projekcija alyje ¢, kuri su z
aSimi sudaro kampa o = T

kampa 3.

7r Vv . . v . .
Z; Su z asimi kampa Y= g 1r su y asimi smallq

Sprendimas. ASyje t pazymékime vienetinj vektoriy .- Pasinaudoje¢ 15
punkto formulémis, gauname:

T V2

tow = | %o | rcosa = cos 7 = -,

toy, = | %o | - cos 3 = cos 3,
- T 1
to, = |to| - COSY = COS = = —.
0= = |0 | v 37 9
cos (3 randame pasinaudoj¢ formule:

cos® a4 cos? B+ cos® vy = 1,

P /1 1 11
cos = —— = — =%
2 4 2

" 1
Siuo atveju cos 3 = —, nes 3 —smailus kampas. Taigi t_()) = (7, 5; 5) .

Pagal skaliarinés sandaugos 5 savybe, turime:

51 =
prS =pr—5 =—— =735 -1, = —3.
to |20
UZDAVINIAI
b.(b@
9.1. Irodyti, kad vektorius © = @ — —L2-%) yra statmenas vektoriui
. b

9.2. Turimos keturkampio vir§anés: A(—5; 3; 4); B(—1; =7; 5);
C(6; —5;—3); D(2; 5; —4). Irodyti, kad §is keturkampis kvadratas.

9.3. Turimos trikampio vir§anés: A(—3; 5; 6); B(1; —5; 7); C(8; —3;—1).
Rasti vidaus kampa ¢, prie virSinés A ir priekampj 5 prie virSanés C'.
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Ats.: 1 = 5°; @y = 135°.

9.4. Rasti kampa tarp k(grdlnatlmq kampq 2Oy ir yOz pusiaukampiniy.
Nurodymas. Vektoriai 7 + j ir j + r yra $iy koordinatiniy kampy
pusiaukampinés.

Ats.: p = g

9.5. Rasti Vektorlaus b koordinates, jei jis kolinearus vektoriui @ =
(1; 2 —=3)ir b - @ = 28,

—

Ats.: b = (2; 4; —6).

9.6. Turimi du taskai: A(3; —4; —2)ir B(2; 5; —2). Rasti vektoriaus
AB projekcija aSyje ¢, kuri su x aSimi sudaro kampa o = %; su y asimi

2
kampa 3 = ?W; su z aSimi — buka kampa .

Ats.: —5.
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10. VEKTORINE SANDAUGA

Dviejy vektoriy @ ir b vektorine sandauga vadinamas vektorius ¢,
turintis tokias savybes:

Heladirelb;

. =
ir b;

—_ —_ . .
2)|Cl=|a x b|=|a]|b]|singp, ia ¢ — kampas tarp vektoriy @
3) Vektoriaus ¢ kryptis nustatoma taip, kad, Zidrint i$ jo galo, vekto-
rius @ link vektoriaus b bity sukamas prie§ laikrodZio rodykle maZiausiu
kampu (8 bréz.).

8 bréz.

Vektorinés sandaugos savybeés:

l)ﬁxﬁz—(?xﬁ);

—

s X7+ b x7¢;

3l

)(@+b)x7e=

3 T

3k-a@x b =k-(a@ x b), (k- skaiius);

. T -
4) Kai vektoriai @ ir b kolinearis, tai @ x b = 0;
atskiru atveju @ x @ = 0;

.

5)Kai @ = (ag; ay;a,)ir b = (by; by; b,), tai

- =

gk
T x b= Az Ay Gy |;
b, b, b.



. - : o . .=
6) Lygiagretainio, kurio krastinés sutampa su vektoriais @ ir b, plotas:

S=|a xbl.

PAVYZDZIAI

10.1. Lygiagretainio kraStinés sutampa su vektoriais @ = ¢; + 2e; ir

— . . .. .
b = 2¢] + &, Cia |ef| = |e3| = 1 ir kampas tarp Siy vektoriy ¢ =

Rasti lygiagretainio plota.

Sprendimas. Pagal 6 punkta:

S=|a x b|=|(& +28) x (28 + &)|.

Randame vektoring sandauga, remdamiesi vektorinés sandaugos savy-

bémis ir 3 punktu:

(e7+2e5) x (2e7+e3) = (er x2e7)+(2es x2e7) +(ef
=4(e; x 2e7) + (ef x &3) = —=3(e7 X &
S=]=-3(er xe)|=|-3|-|eT x| =3 e

10.2. Turimos trikampio virSanes: A(1; —1;2); B(5; —6;2); C(1;3;

Rasti aukstinés, nubréztos i§ virStnés B, ilgi (9 bréz.).

B

O bréz.

Sprendimas.

S:%|1TB>><E|; h—BD =22

[AC]
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Rasime vektoriy koordinates: AB = (4; —5;0); AC = (0;4; —3). Pa-
gal 5 punkta:

T 7%
ABxAC=|4 -5 0 |=157 +127 +16%,
0 4 -3

tuomet gauname:

1 2
S = 5\/152 + 122 + 162 = 75

|AC| = /02 + 42+ (=3)? = 5,
Tada

h=—=>5.
)

. . . H . .o
10.3. Vektorius ¢ yra statmenas vektoriams @ ir b bei sudaro bukajj
kampa su y aSimi. Rasti §io vektoriaus koordinates, kai || = 26.

. . . . .=
Sprendimas. Kadangi vektorius ¢ yra statmenas vektoriams @ ir b,

tai jis yra kolinearus vektoriy @ ir b vektorinés sandaugos vektoriui, t. y.
2@ x b):

T Tk
Txb=|4 -2 —3|=-37-127 +4%.
0o 1 3
Kadangi @ | @ x b, tai vektoriy @ ir @ x b koordinatés yra pro-

porcingos. [vedus proporcingumo koeficienta ¢, vektoriaus @ koordinates
galima uZraSyti taip: @ = (—3¢; —12t; 4t). Tuomet

1T = \/(—=3t)2 + (—12t)2 4 (4t)2 = +13t.

Pagal salyga | €| = 26, todél turime +13t = 26; ¢ = +2.

Vektorius ¢ su y aSimi sudaro bukajj kampa, todél jo projekcija i y
asj turi bati neigiama. Vadinasi, mums reikia paimti { = 2, tada @ =
(—6; —24;8).
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UZDAVINIAI

10.1. Vektoriai @ ir b sudaro 45° kam a. Dvi trikampio kraStinés

sutampa su vektoriais @ — 2 ir 3@ + 2D . Rasti trikampio plota, kai
(@] =1b]=5.

Ats.: S = 504/2.

10.2. Trikampio virSunés yra taskuose A(1; —2; 8); B(0; 0; 4);
C'(6; 2; 0). Rasti aukSting BD.

2

Ats.: 5\/21'

10.3. Rasti Velgoriaus K koordinates,_) kai JE statmenas vektoriams
@ =(2;-3;1); b=(1;-2,3); @-(1 +25 —Tk)=10.

Ats.: @ = (7; 5; 1).
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11. MISRIOJI SANDAUGA

.. . — . v i —
1. Trijy vektoriy @, b ir @ misrioji sandauga yra skaiéius (@ x b )- ¢
oy - 7T =

irZymima (@ b 7).

. . - . e e
2. Kai trys vektoriai @, b ir ¢ komplanarieji, tai miSrioji sandauga
(@b @) =0.

3. Kai @ = (ay; ay; a,); b = (by;by;b.); € = (cu5¢y; ), tai

g Qy a,

_>
(@b @)=|b, b, b,
Cy Cy Cu

4. Kai gretasienio briaunos, iSeinancios i§ vienos vir§tinés, yra vektoriai

@, b ir ¢, tai jo taris:
H

V=I|@?b7)

PAVYZDZIAI

11.1. Trodyti, kad taskai A(1;0;7); B(—1;—1;2); C(2;—2;2); D(0;1;9)
yra vienoje plokStumoje (10 breéz.).

B W D
A
10 bréz.
Sprendimas. Keturi taskai yra vienoje plokStumoje, kai vektoriai 1@,
AC ir AD komplanards, t. y. kai (A AC E) = 0. Rasime vektoriy

koordinates: AB = (—2; —1;—5); AC = (1;—2;—5); AD = (—1;1;2).
Tada pagal 3 punkta:

—2 -1 -5
(ABACAD)=| 1 -2 —5|=8-5-5+10—10+2=0.
-1 1 2
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Vektoriai komplanarieji, todél taskai A, B, C' ir D yra vienoje plokstu-
moje.

11.2. Turimos piramideés vir§tnés A(0; —2;5); B(6;6;0); C(3;—3;6);
D(2; —1; 3). Rasti piramidés aukstinés, nubréztos i§ vir§tunes C, ilgi.

1
Sprendimas. Auksting rasime pagal formulg V' = —Sh. Pirmiausia rei-

kia rasti plramldes targ ir pagrlndo AB D plota. Randame vektoriy koordina-
tes: AB = (6; ) AC = (3;—1;1); AD = (2;1; —2). Pagal 4 punkta,

piramidés tiiris V = 6](@ AC /ﬁ )|

6 8 —5
(ABACAD)=|3 —1 1 |=12+416—15—10—6+4 = 45,
2 1 -2

45 15
Taigi V = R Trikampio ABD plota apskaiciuosime pagal for-

mulg S = %|Jﬁx@| :

77k
ABxAD=| 6 8 -5 |=-117 427 —10F%.
2 1 -2
1 15 3V
Tuomet S = 5\/(—11)2 +22 4+ (—10)2 = 5l irh = - = 3.
UZDAVINIAI

11.1. Trodyti, kad vektoriai @ = (—1; 3; —4); b = (2; —3; —4);

—

T = (—3; 12; —24) yra komplanarieji ir i$reiksti vektoriy @ vektoriais @

CcC =
ir b

11.2. Turimos piramideés virstnés A(2; 0; 0); B(0; 3; 0);, C(0; 0; 6);
D(2; 3; 8). Rasti aukstinés, nubréztos i vir§tnés D, ilgj.

Ats.: h = /14.
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11.3. Piramidés turis V' = 5. Trys piramidés vir§inés yra taskuose
A(2; 1; —=1); B(3; 0; 1); C(2; —1; 3). Rasti ketvirtosios vir§aneés D,
esancios asyje vy, koordinates.

Ats.: D(0; 8; 0) arba D(0; —7; 0).
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